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Re´sume´
Nous e´tudions un mode`le mathe´matique de production des cellules du sang de´crit
par une e´quation diffe´rentielle non-line´aire. La prise en compte de la longueur du cycle
cellulaire introduit un retard naturel dans le mode`le. Les e´changes cellulaires entre la
phase de prolife´ration et la phase de repos sont caracte´rise´s par la pre´sence d’un terme
non-line´aire dans l’e´quation (fonction de Hill).
Le mode`le que nous e´tudions tient compte du caracte`re non constant du cycle
cellulaire. Dans ce cas, nous obtenons un re´sultat de stabilite´ globale en utilisant une
fonction de Lyapunov et nous parvenons aussi a` montrer qu’une bifurcation de Hopf
survient ine´vitablement dans le processus de production du sang. L’existence de solu-
tions pe´riodiques nous permet de de´crire un grand nombre de maladies he´matologiques,
caracte´rise´es par des oscillations de toutes les cellules sanguines (en particulier, la
leuce´mie mye´loge`ne chronique pe´riodique).
1 Introduction
Le processus de fabrication du sang (globules rouges, globules blancs et plaquettes),
appele´ he´matopo¨ıe`se, est un processus complexe ayant lieu dans la moe¨lle osseuse. Toutes
les cellules ayant des dure´es de vie ine´gales (de l’ordre de trois mois pour les globules
rouges, une semaine pour les plaquettes et une journe´e pour les globules blancs) et des
taux de renouvellement divers, l’he´matopo¨ıe`se ne´cessite un grand re´servoir de cellules afin
de maintenir et de renouveler la population de cellules sanguines. Ce re´servoir est constitue´
de cellules souches he´matopo¨ıe´tiques. Ces cellules, inobservables et totipotentes, sont ca-
pables d’auto-renouvellement et de diffe´renciation, par division. Ainsi, elles maintiennent
une re´serve de cellules souches et elles produisent aussi des cellules dites ”proge´niteurs”
(committed stem cells) qui a` leur tour se diffe´rencient en cellules matures. Ces cellules
quittent ensuite la moe¨lle osseuse et entrent dans la circulation sanguine. Trente divisions
successives (a` peu pre`s) sont ne´cessaires pour passer d’une cellule souche a` une cellule
mature preˆte a` entrer dans le sang.
Chaque cellule implique´e dans l’he´matopo¨ıe`se est soit en phase de repos soit en phase
de prolife´ration (Burns et Tannock [3]). La phase de repos (aussi appele´e phase G0) est
un stage quiescent de la vie d’une cellule durant lequel elle ne peut se diviser. Les cel-
lules au repos repre´sentent 95% des celulles implique´es dans l’he´matopo¨ıe`se. Ceci souligne
l’importance de la phase de repos, qui ne peut-eˆtre ne´glige´e.
La phase de prolife´ration (qui correspond a` la notion usuelle de cycle cellulaire) est
constitue´e de quatre e´tapes : une phase me´connue (G1), la phase de synthe`se de l’ADN
(S), une phase de correction des erreurs de la phase S (G2) et la mitose (M). Au contraire
de la phase de repos, en phase de prolife´ration une cellule augmente sa maturite´ pour se
diviser durant la mitose.
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De nombreux auteurs (Mackey [5], Pujo et al [8, 9]) ont note´ l’importance de la phase
de repos par rapport a` la phase de prolife´ration. En particulier, l’e´quation qui re´git la
dynamique de la phase de repos contient toute l’information sur le comportement de la
population entie`re. C’est pourquoi nous ne nous inte´ressons, dans la suite, qu’a` l’e´quation
de la phase de repos.
On conside`re l’e´quation diffe´rentielle
dx
dt
(t) = −δx(t)− β(x(t))x(t) + 2
∫ τ
0
e−γaf(a)β(x(t− a))x(t− a)da, (1)
ou` x(t) repre´sente la population de cellules en phase de repos a` l’instant t ≥ 0. Les cellules
au repos sont suppose´es mourir a` un taux constant δ ≥ 0, qui tient aussi compte de la
diffe´rentiation cellulaire, et elles sont introduites en phase de prolife´ration avec un taux
β = β(x(t)) (Sachs [10]) ou` la fonction β est une fonction de Hill,
β(x) = β0
θn
θn + xn
, x ≥ 0. (2)
Le coefficient β0 > 0 est le taux maximal de re´introduction, θ ≥ 0 est le nombre de
cellules au repos pour lequel β a un taux d’e´change maximal avec la phase de repos et
n > 0 est la sensitivite´ du taux de re´introduction (re´action a` des stimuli exte´rieurs et a`
des changements dans la population) .
En phase de prolife´ration, les cellules meurent par apoptose a` un taux γ ≥ 0 et se
divisent selon une densite´ f a` support compact [0,τ ], ou` 0 < τ < ∞ (Bradford et al.
[2]). Le troisie`me terme de l’e´quation (1) de´crit le fait que les cellules qui se divisent sont
des cellules introduites en phase de prolife´ration une ge´ne´ration plus toˆt. Le coefficient 2
repre´sente la division de chaque cellule me`re en deux cellules filles et le terme e−γa tient
compte du taux de survie en phase de prolife´ration.
La prise en compte de la longueur du cycle cellulaire introduit un retard naturel dans
le mode`le. L’e´quation (1) est en fait une e´quation diffe´rentielle a` retard.
Re´cemment, Pujo-Menjouet et al. [8, 9] ont prouve´ qu’une bifurcation de Hopf sur-
venait dans l’e´quation (1) lorsque f est de´finie par une mesure de Dirac. Ceci revient a`
conside´rer que toutes les cellules se divisent au meˆme aˆge, c’est-a`-dire que la dure´e du cycle
cellulaire est constante. Dans ce cas la`, l’e´quation (1) se re´duit a` une e´quation diffe´rentielle
a` retard discret.
Contrairement aux mode`les pre´ce´dents, cite´s ci-dessus, le mode`le que nous e´tudions
tient compte du caracte`re non constant du cycle cellulaire. Dans ce cas, nous obtenons
un re´sultat de stabilite´ globale en utilisant une fonction de Lyapunov et nous parvenons
aussi a` montrer qu’une bifurcation de Hopf survient ine´vitablement dans le processus de
production du sang, entrainant l’existence de solutions pe´riodiques.
2 Stabilite´ et bifurcation de Hopf
L’e´quation (1) posse`de deux e´tats d’e´quilibres : un e´quilibre trivial x = 0 qui existe
toujours et un e´quilibre non-trivial, positif, x = x∗ qui existe si et seulement si
0 < δ <
(
2
∫ τ
0
e−γaf(a)da− 1
)
β0. (3)
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Lorsque la condition (3) est satisfaite, il est facile de voir, en utilisant (2), que x∗ est de´fini
par
x∗ = θ
((
2
∫ τ
0
e−γaf(a)da− 1
)
β0
δ
− 1
)1/n
. (4)
Nous nous inte´ressons tout d’abord au comportement de l’e´tat d’e´quilibre trivial x = 0.
The´ore`me 1. L’e´tat d’e´quilibre x = 0 de l’e´quation (1) est globalement asymptotiquement
stable si (
2
∫ τ
0
e−γaf(a)da− 1
)
β0 < δ, (5)
et il est instable lorsque
δ <
(
2
∫ τ
0
e−γaf(a)da− 1
)
β0.
Pour obtenir la stabilite´ globale de l’e´quilibre trivial, on montre que la fonction J :
C+ → [0,+∞), de´finie par
J(ϕ) =
∫ ϕ(τ)
0
aβ(a)da+
∫ τ
0
e−γaf(a)
(∫ τ
τ−a
(
β(ϕ(θ))ϕ(θ)
)2
dθ
)
da,
est une fonction de Lyapunov lorsque la condition (5) est ve´rifie´e. C+ de´signe l’ensemble
des fonctions continues et positives sur [0,τ ].
La condition (5) est re´alise´e par exemple si les taux de mortalite´s (δ et γ) sont e´leve´s
ou si peu de cellules sont introduites en phase de prolife´ration (β0 petit). Dans ce cas-la`,
la population est condamne´e a` l’extinction.
On peut noter que l’e´quilibre trivial est instable de`s que l’e´quilibre non-trivial existe,
c’est-a`-dire lorsque l’ine´galite´ (3) a lieu.
On s’inte´resse dore´navant a` l’e´quilibre x = x∗ de (1), de´fini par (4). On suppose donc
que la condition (3) est re´alise´e. Il n’est pas possible d’obtenir un re´sultat de stabilite´
globale pour x∗ car cet e´quilibre existe en meˆme temps que l’e´quilibre trivial x = 0. On
s’inte´resse donc a` la stabilite´ locale de x = x∗. Pour cela, on line´arise l’e´quation (1) autour
de x∗. On pose X(t) = x(t)− x∗. L’e´quation (1) line´arise´e autour de x∗ est
dX
dt
(t) = −(δ + β∗)X(t) + 2β∗
∫ τ
0
e−γaf(a)X(t− a)da, (6)
ou` β∗ est de´fini par
β∗ := β(x∗) + x∗β′(x∗) =
δ2
α2β0
[
1−
(
αβ0
δ
− 1
)
(n− 1)
]
,
et
α :=
(
2
∫ τ
0
e−γaf(a)da− 1
)
> 0.
L’e´quation caracte´ristique associe´e a` (6), obtenue en cherchant des solutions sous la forme
X(t) = eλt, λ ∈ C, est alors
λ+ δ + β∗ − 2β∗
∫ τ
0
e−(λ+γ)af(a)da = 0. (7)
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En e´tudiant le signe des parties re´elles des valeurs propres de (7) et en cherchant des
valeurs propres imaginaires pures, on obtient le re´sultat suivant.
The´ore`me 2. On suppose que (3) est ve´rifie´e et que l’application a ∈ [0,τ ] 7→ e−γaf(a)
est de´croissante. On pose
n0 := 1 +
δ
αβ0 − δ
[
1 +
α2β0
α+ 2
]
> 1.
Si n ≤ n0, l’e´quilibre x = x
∗ de (1) est localement asymptotiquement stable.
Si n > n0, il existe ncrit > n0 tel que x
∗ est localement asymptotiquement stable lorsque
n0 ≤ n < ncrit et x
∗ devient instable lorsque n = ncrit via une bifurcation de Hopf. En
particulier, une solution pe´riodique apparaˆıt lorsque n = ncrit.
Avec β0, θ, δ et γ donne´s par (Mackey [5, 6])
β0 = 1.77 j
−1, θ = 1.62× 108 cellules/kg, δ = 0.05 j−1, γ = 0.2 j−1,
et τ = 7 jours, la condition (3) est ve´rifie´e et on obtient ncrit = 2.53. Pour cette valeur,
l’e´quation (1) posse`de une solution pe´riodique, de pe´riode 33 jours (Fig. 1).
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Fig. 1 – Une bifurcation de Hopf survient lorsque n = 2.53, et une solution pe´riodique
apparaˆıt, de pe´riode 33 jours (approximativement). La solution atteint un cycle limite.
L’e´quilibre x = x∗ de l’e´quation (1) est instable.
3 Discussion
Les cellules souches sont a` la base du processus de production du sang, graˆce a` leur
totipotence, mais elles peuvent aussi eˆtre a` l’origine de maladies, souvent graves. Parmi
toutes les maladies qui surviennent durant l’he´matopo¨ıe`se, les maladies he´matologiques
pe´riodiques (periodic hematological diseases, Mackey et Glass [7]) jouent un roˆle important,
en raison de leur nature pe´riodique. Ces maladies sont caracte´rise´es par des oscillations
significatives du nombre de cellules en circulation dans le sang, avec des pe´riodes allant
de quelques semaines a` plusieurs mois, et des amplitudes variant de valeurs normales a`
de faibles valeurs ou bien de valeurs normales a` de grandes valeurs. Ces maladies offrent
une occasion de mieux comprendre les processus de re´gulation qui interviennent lors de la
production du sang, et qui sont encore me´connus (Haurie et al. [4]).
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Certaines maladies pe´riodiques ne concernent qu’un certain type de cellules du sang,
par exemple l’ane´mie he´molytique autoimmune pe´riodique ne touche que les globules
rouges (Be´lair et al. [1]) et la thrombope´nie cyclique les plaquettes (Santillan et al. [11]),
alors que d’autres montrent des oscillations dans tous les types de cellules sanguines. C’est
le cas de la leuce´mie mye´loge`ne chronique, un cancer des globules blancs, re´sultat d’une
transformation maligne d’une seule cellule souche pluripotente. Chez certains patients, des
oscillations de toutes les cellules sanguines ont e´te´ observe´es lors d’une leuce´mie mye´loge`ne
chronique. Ce phe´nome`ne est appele´ leuce´mie mye´loge`ne chronique pe´riodique. La pe´riode
des oscillations observe´es varie entre 30 et 100 jours selon les patients (Haurie et al. [4]),
avec la meˆme pe´riode pour les globules rouges, les globules blancs et les plaquettes. La
diffe´rence entre les pe´riodes observe´es et la dure´e du cycle cellulaire (moins d’une semaine)
reste pour le moment e´nigmatique.
Nume´riquement, le mode`le que nous proposons permet de faire apparaˆıtre des oscil-
lations ayant des pe´riodes qui correspondent a` celles observe´es lors de maladies he´matolo-
giques pe´riodiques, en particulier lors d’une leuce´mie mye´loge`ne chronique pe´riodique. Ces
re´sultats sont pre´sente´s sur la Fig. 2. Il apparaˆıt qu’une augmentation de la sensitivite´ n
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Fig. 2 – De la figure en haut a` gauche a` celle en bas a` droite, n est respectivement e´gal
a` 2.8, 4, 5 et 7. La pe´riode des oscillations augmente avec n (de 40 jours a` plus de 90
jours), ainsi que l’amplitude. Les oscillations observe´es a` partir de n = 4 jusqu’a` n = 7 sont
caracte´ristiques de celles observe´es lors d’une leuce´mie mye´loge`ne chronique pe´riodique :
des pe´riodes entre 30 et 100 jours et des amplitudes variant entre de faibles valeurs (moins
de 108 cellules/kg) et des valeurs normales (5× 108 cellules/kg).
entraine une augmentation de la pe´riode des solutions de (1) ainsi qu’une augmentation
de l’amplitude, avec de tre`s faibles valeurs atteintes. On obtient des pe´riodes allant de
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40 jours (n = 2.8) a` plus de 90 jours (n = 7), soit pre`s de 3 mois. Ces observations cor-
respondent a` ce qui est habituellement observe´ lors d’une leuce´mie mye´loge`ne chronique
pe´riodique.
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